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Quo vadis Analysisunterricht?
AKktuelle Entwicklungen und Perspektiven fiir das Jahr 2000

Werner Blum, Kassel

In der vorliegenden Arbeit werden einige wesentliche aktuelle Entwicklungen zum Analvsisun-
terricht diskutiert und jeweils entsprechende Perspektiven, d h. Wunschvorstellungen tir die
nachsten Jahre formuliert ' Der Obertitel der Arbeit ist entlehnt von einer Podiumsdiskussion

in Bielefeld: siche Danckwerts/ Vogel (1992).

1. Riick- und Uberblick

In der didaktischen Diskussion zum Analysisunterricht und mit gewissen Abstrichen und Zeit-
verschiebungen auch in Lehrpldnen und Schulbiichern lassen sich in den vergangenen 30 Jahren
grob folgende Phasen unterscheiden (vgl. Blum/Torner 1983 und Tietze 1992):
) Die 60er Jahre waren noch gepriagt von der "klassischen". stark aufgabenorientierten
Schulanalysis
2) Die 70er Jahre wurden beeinfluBt von der sog. "Strengewelle” mit ihrer Ortentierung an
der Universitits- Analysis,
3) Die 8Oer Jahre brachten verschiedene methodische Neuorientierungen. insbesondere
- Betonung von Vereinfachungen, Riickbesinnung auf anschauliches und genetisches
Vorgehen
- Anwendungsorientierung,
- Computereinsatz.
4) In den Y0er Jahren gab und gibt es auch grundsdtzliche Diskussionen iiber den Bildungs-
wert der Schulanalysis angesichts zweier groBer aktueller Herausforderungen:
- neue Technologien,
- (quantitativ und qualitativ) verédnderte Schiilerpopulationen.

In 3) sind bereits drei der wichtigsten aknnellen Entwicklungen explizit genannt: Priformale
Mathematik, Anwendungen, Computer. Der vierte wesentliche Aspekt ist in 4) implizit ange-
sprochen: Was sind heutzutage sinnvolle Kriterien der Leistungsmessung und -beurteilung?
Auf diese vier Aspekte werde ich in den Abschnitten 3 bis 6 eingehen. In 7 werde ich dann

noch einige weitere, weniger zentrale Entwicklungen streifen.

D Viele Passagen der Arbeit, insbesondere dic Perspektiven, sind aus Blum (19932) tibernommen.
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Dies sind, wie gesagt, Tendenzen in der didaktischen Diskussion. Die tatsdchliche Situation in
der Unterrichtspraxis wurde hiervon partiell beeintluit. Das dominierende Merkmal des schu-

lischen Analysisunterrichts scheint aber ber die Jahrzehnte hinweg recht stabil geblieben zu .

sein: seine Kalkilorientierung. So hat z.B. E. Graupl (1990) als Fazit einer groBen Fiille von
Unterrichtsbesuchen, die er als Schulaufsichtsbeamter im Lande Salzburg durchgefiihrt hat, ei-
ne typische Mathematikstunde an der AHS so beschrieben: "Der Lehrer [...[ beginnt die Stun-
de mit der Kontrolle der Hausiibungen. Anschiiefend wird wiederholt bow. gepruft. Der
Hauptteil der Stunde besteht darin, daf "geibt” wird. Dies geschieht im Stil der Aufgabendi-
daktik. Line Aufgabe, dem Lehrbuch entnommen, wird entweder vom Lehrer oder Schiiler an
der Tufel gerechnet oder in Einzelarbeit von den Schiilern gelist. [...] Am Ende der Stunde
wird wieder eine Hausiibung [...] aufgegeben.” G. Schmidt hat bei der eingangs genannten
Podiumsdiskussion scharfer formuliert: "Unter dem Finflufp kurzschrittiger und scheinobjekti-
ver Leistungsiiberpriifungen dominieren die Anwendung von Kalkiilen und von schematischen

Verfahren gegeniiber dem angestrebten Verstindnis von Ideen und Zusammenhdngen."

Ich werde insofern in 3 bis 7 stets auch meine Einschétzung der tatsichlichen Situation und der
Entwicklungen in der Schulpraxis nennen und auf mogliche Diskrepanzen zu meinen Perspek-

tiven hinweisen.

Zuerst skizziere ich in 2 ein exemplarisches Unterrichtsbeispiel. Dies ist eingebettet in die Ana-
lysis-Konzeption, die A. Kirsch und ich seit Gber 20 Jahren entwickelt und (auch selbst) viel-
fach erprobt haben, in allgemein- und in berufsbildenden héheren Schulen; man vergleiche ins-
besondere Blum/Kirsch (1979).

2. Ein Beispiel: Die Hauptsiitze der Differential- und Integralrechnung

Die wichtigsten allgemeinen Lernziele fiir den Analysisunterricht sind:

—  Die Schiiler sollen adaquate und tragfahige Grundvorsteflungen von den wesentlichen
Begritfen und Methoden der Analysis aktiv und koharent aufbauen (Begriffe: Funktion,
Grenzwert, Ableitung, Integral;, Methoden: Funktionen darstellen, analysieren, konstruie-
ren, interpretieren).

—  Die Schiiler sollen die wesentlichen Inhalte der Analysis bei inner- und auflermathemati-
schen Aufgaben begriindet und verstindig handhaben konnen.

Die wichtigsten Grundvorstellungen sind:

1) Ableitung als lokale Anderungsrate (AR), z.B.
- Momentangeschwindigkeit als momentane AR des zuriickgelegten Wegs bzgl. der Zeit,

i B v b
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- Grenzsteuersatz als lokale AR der Einkommensteuer bzgl. des Einkommens.
Die zugehorige geometrische Grundvorstellung ist die Ableitung als Graphensteigung.
Ein zentrales Lernziel lautet (vgl. Blum 1975):

Lernziel 1: Der Schuler soll zu gegebener Bedeutung von x und f{x) als GréBen die Bedeutung

df (x)

X

von als lokale AR angeben konnen.

2)  (Bestimmtes) Integral als "verallgemeinertes Produkt" (VP), z.B.

- Arbeit als VP aus Kraft und Weg,

- Einkommensteuer als VP aus (lokalem) Steuersatz und Einkommen.

Die zugehorige geometrische Grundvorstellung ist das Integral als Flicheninhalt.
Ein zentrales Lernziel lautet (vgl. Blum 1975):

Lernziel 2: Der Schuler soll zu gegebener Bedeutung von x und f{x) als GroBen die Bedeutung

von j f(t)dt als VP angeben konnen.

Nun nehmen wir die beiden Lernziele wirklich ernst und wenden sie auf die aus den genannten
Grundvorstellungen resultierenden Funktionen an. Vorausgesetzt ist dabei, daB} diese Grund-

vorstellungen im Unterricht bereits erarbeitet worden sind.

Zu Lernziel 1. Gegeben sei eine ("geniigend verniinftige") Funktion £, Es sei /- die VP-Funkti-

on zu fund geg. Stelle a (formal: F (x) = J'f (1)dr). Als paradigmatisches realitdtsbezo-

genes Beispiel wahlen wir
x - Weg
f(x) - Kraft
F,(x) - Zwischen a und x verrichtete Arbeit

Was bedeutet die AR ‘—-%LQ der Arbeit bzgl. des Wegs an einer Wegstelle x?
x

Aus der Begriffsbildung "Arbeit als VP" ist wohlbekannt (und nur dies wird im weiteren ge-
braucht): Fiir kleine Wegstiickehen gilt

AArbeit & Kraft -AWeg; formal: AF (x) ~ f(x) - Ax auf [x; x + Ar].
Nun fithren wir die Begriffsbildung "AR" konkret durch: Die mittlere AR der Arbeit bzgl. des
Wegs ist

/_\Afbelt’ AF, (x) ~ f(x)auf [x; x + Ar].
AWeg ¥

diesist (s.0.!) = Kraft; formal; —2-Z
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Nun ist inhaltlich vollig klar: Die lokale AR der Arbeit bzgl. des Wegs (die aus den mittleren

ARn vermége Ax —> 0 entsteht) ist gleich der Kraft! Formal: (—‘iM = f(x).
4

Dies bedeutet offenbar nichts anderes als den ersren Hauptsarz der Differential- und Integral-

rechnung:

Haupisaiz 1 4 j- f()ydr = f(x)
dx 9

Differenzieren macht Integrieren riickgingig.

Existenztragen und sinnvolle Voraussetzungen an f werden in einer nachgingigen Beweisana-

lyse geklart.

Statt eines realitdtsbezogenen Beispiels wie eben kann man auch die geometrische Deutung des
Integrals verwenden:
X - Abszisse
f(x) - Ordinate A
F.(x) - Flacheninhalt zwischen Graph (f)
und erster Achse in [a:x]

Der Argumentationsstrang verlauft identisch, wo-
bei jetzt kein vorgingiger Integralbegriff benotigt
wird. Ergebnis: Die lokale AR des Flicheninhalts

bzgl. der Abszisse (an einer bestimmten Stelle) ist

gleich der Ordinate (an dieser Stelle).

Diese geometrische Argumentation kann, ja sollte sogar - natiirlich ohne Integralschreibweise -
schon im Rahmen der Differentialrechnung behandelt werden (etwa im Kontext geometrischer
Interpretationen des Ableitungsbegriffs wie Kreisumfang gleich AR des Kreisinhalts bzgl. des
Radius) und nicht erst - wie durchweg schuliiblich - in einem eigenen Unterrichtsabschnitt mit
der Uberschrift "Beweis des Hauptsatzes" im fortgeschrittenen Stadium der Integralrechnung.

Der erste Hauptsatz ergibt sich also in ganz natiirlicher Weise durch geeignete Verbindung der
Grundvorstellungen vom Ableitungs- und Integralbegriff. Er ist insofern nichts anderes als das
Ergebnis eines Beispiels (natirlich eines besonderen) zum Ableitungsbegriff entsprechend
Lernziel 1. Dies hat bereits A. Kirsch (1976) ausgefiihrt, leider ohne Resonanz in Unterrichts-
praxis oder Schulbiichern.

v
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Zu Lernziel 2: Gegeben sei eine ("genugend verniinftige") Funktion /. Es sei f die AR-Funkii-

dl(x)

I

onzu [ (formal: f(x) = ). Als paradigmatisches realitcitsbezogenes Beispiel wahlen

wir
X - Zeit
I'(x) - Weg

£ (x) - Momentangeschwindigkeit

Was bedeutet das VP f S (1)dt aus Geschwindigkeit und Zeit in einem Zeitintervall [a:x}?

Aus der Begriffsbildung "Geschwindigkeit als AR" ist wohlbekannt: Lokal, d.h. fur kleine Zeit-
stiickchen gilt
AWeg
AZeit
oder (lineare Approximationsidee!)
AWeg ~ Geschwindigkeit - AZeit; formal: AF(w) =~ f(u) - Aw auf [u; v + Aul.

Das erwarten wir auch global. Dazu fithren wir die Begriffsbildung "VP" konkret durch: Wir

=~ (Momentan-)Geschwindigkeit,

unterteilen erstens (in Gedanken) das Intervall {a; x]:
a=u <u < . ... <u =X,
Wir bilden zweitens die einzelnen Produkte Geschwindigkeit - AZeit,
diesist (s.0.!) * AWeg dort; formal: f(u ) - Au, ~ AF(w) in[u;u, ]

Drittens summieren wir alle Produkte auf, offenbar ergibt die Summe aller einzelnen Wegzu-
wichse den gesamten Wegzuwachs (formal: "Teleskop-Summe"!); formal:

”iif(lli) ’ All] a AP(X)

Nun ist inhaltlich vollig klar: Das VP aus Geschwindigkeit und Zeit (das aus dieser Produkt-
summe vermoge # — x, Au, — 0 entsteht) ist gleich dem Wegzuwachs! Formal:

j‘f(t)dt = FF(x) - F(a).

Dies bedeutet offenbar nichts anderes als den zweiten Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung:

| %ﬁ = F(x) - F(a)

Hauptsatz 2: j
a

Integrieren macht Differenzieren (bis auf eine additive Konstante) riickgéngig.
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Statt eines realitatsbezogenen Beispiels wie eben kann man auch die geomeiriscie Deutung der

Ableitung verwenden (was nun wohl weniger vertraut ist als vorhin):

x - Abszisse
Frx) - Ordinaie n
f(x) - Graphensteigung oreo
Der Argumentationsstrang verlduft iden- «
tisch. Hierbei wird also der Graph von -, é[ Fle)a
ausgehend von /{a), ndherungsweise aus TEe
seinen lokalen Steigungen "rekonstru-
S
~

iert". Ergebms: Das VP aus Graphenstei-

gung und Abszisse (in etnem bestimmten

Intervall) ist gleich der Ordinatenditfe-

renz (bzgl. dieses Intervalls).

Auch der zweite Hauptsatz ergibt sich also in ganz natiirlicher Weise durch geeignete Verbin-
dung (umgekehrt wie vorhin) der Grundvorstellungen vom Ableitungs- und Integralbegnff. Er
ist insofern nichts anderes als das Ergebnis eines (besonderen) Beispiels zum Integralbegnft
entsprechend Lernziel 2. Er ist offenbar ein eigenstandiger Satz und sollte in der Schule unab-
hingig vom ersten Hauptsatz hergeleitet werden, nicht wie allgemein tblich blof3 als dessen
Korollar, auch da der zweite Hauptsatz fiir die Schule ja deutlich wichtiger ist als der erste.

In den folgenden Abschnitten werde ich mehrfach auf das Beispiel Hauptsitze zuriickkommen.

3. Realitiitsbeziige im Analysisunterricht

Die Mathematikdidaktik hat bekanntlich seit Ende der 70er Jahre die Anwendungen
wiederentdeckt (vgl. den Uberblicksartikel Blum 1995b). Neuere osterreichische und deutsche
Schulbiicher enthalten erfreulicherweise deutlich mehr Anwendungsbeispiele als friiher.

Es gibt ja eine Fiille von Griinden, Anwendungen integral in den Analysisunterricht einzubezie-

hen; u a.

—  hilft die Behandlung von Beispielen wie Geschwindigkeit oder Einkommensteuer Schii-
lern beim Verstehen bzw. Bewiltigen von Situationen aus Alltag und Umwelt;

—~  kann man auch mit Hilfe von Realitdtsbeziigen allgemeine Fahigkeiten und Haltungen
tfordern, so z B. die Fihigkeit zum Argumentieren im Zusammenhang mit den realitatsbe-
zogenen Hauptsatz-Beweisen aus Abschnitt 2;

—  gehoren Anwendungen zu einem ausgewogenen Bild von Mathematik in Geschichte und
Gegenwart;
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—  konnen Anwendungsbeispiele das Verstehen und Behalten mathematischer Inhalte
erleichtern oder gar - man denke an die Grundvorstellungen von Ableitung und Integral -

ein addquates Begreifen erst ermoglichen.

Allgemeiner liefern Realititsbeziige eiine Antwort auf die Sinnfrage tur den Unterricht, die in
der didaktischen Diskussion seit einigen Jahren wieder verstarkt gestellt wird (vgl schon Fi-

scher 1982) und die gerade in Osterreich explizit im Lehrplan verankert ist.

Anwendungsbeispiele, an denen man besonders schon das Modellieren, das Ubersetzen zwi-
schen Realitit und Mathematik schulen kann, sind Extremwertprobleme wie der optimale Ver-
kehrsdurchsatz oder die Milchtiite. Mit Rechnerhiife konnen solche Beispiele bereits in der 10.
Schulstufe behandelt werden, wobei man sich jeweils nur davon iiberzeugen sollte, daf3 es
iiberhaupt ein eindeutig bestimmtes Extremum gibt. Weitere Anwendungsbeispiele fur den
Analysisunterricht wie z.B. KugelstoBen, Regenbogen, Kassettenrekorder-Anzeige, StraBen-
Trassierung oder auch wohlbekannte physikalische oder 6konomische Beispiele findet man in
der Bibliographie von Kaiser u.a. (1982/1992).

Obwohl man sich heutzutage einig zu sein scheint, da3 Anwendungsbeziige in den Unterricht

gehoren, kommen sie im Unterrichtsalltag weiterhin eher selten vor. Weshalb? Es gibt diverse

Hindernisse fur Anwendungen, u.a.

— der Zeit- und Stoffdruck, unter dem Lehrer meist stehen (allerdings erscheinen andere
[nhalte weniger bildungsrelevant, mehr dazu in Abschnitt 5);

— die Orientierung an Standard-Priifungsaufgaben (mehr dazu in Abschnitt 6),

— die wachsenden Anspriiche an Lehrer und Schiiler (dies ist unvermeidbar, wird aber da-
durch abgemildert, daB es bereits eine Fiille erprobter und gut autbereiteter Unterrichtsma-
terialien gibt, z.B. von der MUED), man vergleiche exemplarisch Boer 1993).

Damit formuliere ich meine erste Perspektive fur die kommenden Jahre:

® In den Analysisunterricht sollten mehr auBermathematische Amwendungen einbezogen
werden, und es sollte sowoh! das Modellieren als auch das Umgehen mit fertigen Modellen
geschult werden. Mit Anwendungen soliten alle Ziele gefordert und sollte auch eine Ant-
wort auf die Sinnfrage gegeben werden.

Meine Prognose fiir die Unterrichtspraxis: In den néchsten Jahren werden allmahlich mehr
Anwendungen einbezogen werden. Die erwihnten Hindernisse sind aber so persistent, daf} dies
weiterhin nicht im wiinschbaren und moglichen Ausmall geschehen wird, insbesondere bzgl.
des Modellierens.
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4. Priformale Schulanalysis

Waren die Argumentationen in Abschmitt 2 eigentlich Beweise oder nur beispielbezogene
Plausibilitatsiuberlegungen, die Vermutungen liefern, welche dann in neuem Anlauf zu beweisen
sind (so wie es in allen Schulbiichern geschieht)? Ich mochte offensiv vertreten: Unsere Argu-
mentationen sind - wenn die Voraussetzungen noch prazisiert werden - sirenge, giltige Bewei-
se, aber nicht formalisiert, sondern prdformal. Genauer sind es realitiitsorientierte bzw. geo-
metrisch-anschauliche Beweise. Genaueres zum Konzept des praformalen Beweisens - zu-
sammen mit einem ausfihrlichen Beispiel aus dem Analysisunternicht - ist in Blum/Kirsch
(1989/91) zu finden.

Schone Beispiele zum praformalen Arbeiten entstehen beim Erzeugen bzw. Lesen realer Gra-

phen, etwa wie in dieser Aufgabe:
\ Wasserhohe

A

Weitere solche Beispiele bringt - in Anlehnung an britische Materialien - G. Schmidt (1993).
Leider finden sich solche qualitativen Beispiele noch kaum in deutschsprachigen Schulbiichem,
obwohl sie Fahigkeiten wie funktionales Denken, Darstellen und Interpretieren fordern und
schon lange vor der 11. Schulstufe im Mathematikunterricht eingesetzt werden konnen.

Uberhaupt wird heute mit Recht der Nutzen geeigneter Visualisierungen betont. Dies scheint
gerade fur heutige, viel starker visuell geprigte Schiler besonders giinstig zu sein und neue di-
daktische Chancen zu erdffnen (insbesondere im Zusammenhang mit Computeralgebrasyste-
men).

Weshalb geschieht all dies im Unterricht eher selten? Weshalb sind auch viele Schulbiicher eher
formal und kalkiilorientiert ausgerichtet? Eine plausible Antwort lautet ahnlich wie in Abschnitt
3. Praformales Arbeiten ist anspruchsvoller und zeitintensiver fir Lehrer und Schiiler. AuBer-
dem sind Lehrer und Lehrbuchautoren auch kaum gewohnt, konsequent praformal zu argu-

Erzahle ecne Geschichte dazu |
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mentieren Oft wird “streng” mit "formal" gleichgesetzt und werden Anschaulichkeit und
Strenge als Gegensatzpaar angesehen. So hat kiirzlich ein Lehrer bei der wohlbekannten Kon-
servendosen-Aufgabe einen Minimum-Nachweis iiber inhaltliche Monotonie-Argumente nicht
als vollwertig akzeptiert und auf der formalen Berechnung von 1. und auch noch 2. Ableitung

bestanden.

Dies fithrt zur nweiten Perspekiive:
® Der Analysisunterricht sollte - bei Begriffsbildungen und bei Begrundungen - verstdrkt
priiformal vorgehen, ohne dabei Abstriche an der Strenge des Argumentierens zu ma-

chen.

Meine Prognose fur die nahere Zukunft: Vor allem auch aufgrund veranderter Schiiler muf
und wird sich der Analysisunterricht gegenuber praformalem Arbeiten etwas mehr offnen. Die
formale Kalkilorientierung ist jedoch schwer zu iberwinden, und oft wird statt echter inhaltli-
cher Durchdringung nur vordergriindige Veranschaulichung stattfinden (Karikaturen, buntes

Layout von Materialien u.d.).

5. Computereinsatz im Analysisunterricht

Computer sind sicher das derzeit meistdiskutierte Thema in Bezug auf den Mathematikunter-
richt (vgl. zB. Dorfler u.a. 1991 oder Reichel 1995). Speziell fur den Analysisunterricht gibt es
bekanntlich eine Fiille von Mdoglichkeiten zum Einsatz von Computern und eine grofie Vielfalt
entsprechender Unterrichtsvorschlage. Gerade in Osterreich gibt es auch schon umfangreiche
Unterrichtserfahrungen, insbesondere durch das grofle DERIVE-Projekt (siche z.B. Heugl
1995).

Wichtigst fiir mich ist dabei die Verwendung von Computern als neues methodisches

Hilfsmittel zum Erreichen der zentralen Ziele; vier Beispiele im Kontext der Uberlegungen von

vorhin:

—  Vermittlung einer adiquaten geometrischen Grundvorstellung vom Ableitungsbegriff
durch fortwahrende lokale Vergroferung von Funktionsgraphen (Realisierung der Idee
des "Funktionenmikroskops" nach Kirsch 1979),

~  Dynamische Visualisierung des Entstehens einer Integralfunktion als Fliacheninhaltstunk-
tion,

—~  Visualisierung der Beweise der beiden Hauptsitze;

- Konzentration bei Extremwertaufgaben auf die Ubersetzungsphasen und Delegieren der

Extremabestimmung an den Computer (graphisch, numerisch und/oder symbolisch).
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Als Gerdt stelie ich mir sowohl einen einfach bedienbaren faschencomputer vor, den jeder
Schiiler jederzeit verfligbar hat und dessen Potential sukzessiv im Unterricht erschlossen wird
(vgl. Blum 1991), als auch einen PC fiir Demonstrationszwecke.

Da das Vorhandensein leistungsfahiger Mittel stets auch Ruckwirkungen auf Ziele und /nhalte
hat, sind neben methodischen auch curriculare Veranderungen notwendig. Insbesondere wer-
den herkommlich wichtige Fertigkeiten wie kalkiilmaBiges numerisches, algebraisches oder
analytisches Rechnen abgewertet; andererseits werden z B. Folgen, Differenzen- und Differen-
tialgleichungen sowie numerische Verfahren und Ideen relativ wichtiger. Der Computer wirkt
somit als "Verlagerer”. Die bisher zentralen "kontinuierlichen" Inhalte wie Ableitungsbegritf

oder Hauptsitze bleiben aber unveriandert wichtig (vgl. zu allem z.B. Blum 1991).

Ein paar Uberlegungen zur Rolle der Kalkiile: Wir wissen schon lange, daf8 die bisher schuliib-
liche Betonung von Routine-Kalkiilen - so bequem sie fiir alle Beteiligten sein mag - ein fal-
sches Bild von der Analysis vermittelt und dem Ziel-Spektrum des Unterrichts nicht gerecht
wird. Computer sind nun aber - um eine bekannte Metapher zu verwenden - wie Scheinwerfer,
sie richten ihr Licht unerbittlich auf die Kalkiile und zwingen uns, deren Bildungswert zu prii-
fen. Nun gibt es einen solchen ohne jeden Zweifel. Z B. tragt das Praktizieren gewisser kal-
kulmédBiger Fertigkeiten (wie etwa das Ableiten verketteter Funktionen) auch zum begriffli-
chen Verstiandnis bei. Und um in der Lage zu sein, die von Computern gelieferten Ergebnisse
iberhaupt verniinftig interpretieren zu konnen, miissen Schiiler Méglichkeiten kennengelernt
haben, diese Ergebnisse (zumindest im Prinzip) se/bst bestimmen zu konnen, das ist das be-
kannte, auf B. Buchberger zuriickgehende "White-Box-Black-Box-Prinzip” (vgl. etwa Heugl
1995). Deshalb konnen die Kalkile keineswegs - wie hier und da schon gefordert wird - in der
Schule einfach von Computern tibernommen werden (dies gilt tibrigens noch viel starker fiir
die Sekundarstufe I). UnerlaBlich erscheinen mir aber folgende Konsequenzen:
— eine deutliche Reduzierung der dem Ausfithren von Kalkiilen im Analysisunterricht {ibli-
cherweise gewidmeten Zeit;
~ eine Konzentration bei Ubungs- und Testaufgaben "per Hand" auf ganz einfache Terme;
~ konsequenter Computereinsatz bei in Anwendungskontexten ggfs. auftretenden kompli-
ziertere Termen.
Konkret kann das z.B. in der Integralrechnung den vollstandigen Verzicht auf Substitution und
partielle Integration bedeuten (das schlagt z B. auch O. Wurnig 1995 vor), oder in der Ditfe-
rentialrechnung den Verzicht auf "per-Hand-Ableiten" gebrochen-rationaler Funktionen. Auf
keinen Fall darf mehr die technische Komplexitit der involvierten Terme das "Anspruchs-
niveau" einer Aufgabe definieren, wie es ja bei sehr vielen Reifepriffungsaufgaben offenbar der
Fall ist (vgl. auch Abschnitt 6).
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Natiirlich sind zahlreiche aktuelle oder potentielle Probleme beim Computereinsatz zu beach-
ten: das wird leider oft nicht gentigend betont. So haben Rechner prinzipielle (irenzen, etwa
bei der Auswahl und Beurteilung von Modellen fiir Realsituationen Weiter gibt es vielerlei
neue Gefahren, z.B. eine unkritische Computerglaubigkeit; ein Beispiel aus einem unserer
Schulversuche im reguliren Analysisunterricht: Mehrere Schiler antworteten bei einer am PC
(mit DERIVE als CAS) geschriebenen Schularbeit auf die folgende Frage mit "ja":

—  Gegeben sei f(x) = It f eine konstante Funktion?

x- -+ 1000

(siehe Kohler 1991). Weiter haben wir in mehreren Schulversuchen (mit DERIVE und mit
THEORIST, vgl. Warmuth 1995) immer wieder beobachtet, daB das verwendete Computeral-
gebrasystem se/hst Probleme generiert, welche die inhaltlichen Aspekte mitunter regelrecht
iiberlagern konnen, z B. wenn beim Losen von Gleichungen 3. Grades mit DERIVE Arcussi-
nus-Ausdriicke oder komplexe Zahlen auftauchen. Auch die blofie Handhabbarkeit der vor-
handenen Computeralgebrasysteme ist fiir Schuler noch nicht einfach genug, wobei symbolori-
entierte Systeme wie THEORIST (jetzt: MATHPLUS) nach unseren Erfahrungen deutlich
benutzerfreundlicher sind als meniorientierte wie DERIVE oder befehisorientierte wie MA-
THEMATICA. Auch unter didaktischen Gesichtspunkten lassen die vorhandenen Systeme
noch einige Wiinsche offen (z.B. bzgl. Animation oder bzgl. Interaktion Graph < Term), wo-

bei es bei Neuentwicklungen hoffnungsvolle Tendenzen gibt.

Weiter darf nicht vergessen werden, daB Computer den Unterricht fur Schiler prinzipiell an-
spruchsvoller machen, auch wegen der Notwendigkeit, sie geplant einzusetzen, d.h. auch auf
ciner Meta-Ebene zu agieren; hierauf hat u.a. schon W. Dorfler (1991) hingewiesen. Fur
Lehrer wird es sowieso anspruchsvoller. Insgesamt gesehen diirfen die durch den Computer im
allgemeinen und durch das benutzte System im besonderen erzeugten Schwierigkeiten und der
7Zeitbedarf keinesfalls unterschitzt werden. Ich kann daher die mitunter gedufierten Hoffnungen

auf neue unterrichtliche Freirdume nicht teilen.

Es gibt noch mehr Probleme und offene Fragen. Natiirlich habe auch ich keine Patentrezepte,
vielmehr will ich nur betonen, daB erstens noch viel mehr empirische Forschungsarbeiten notig
sind und zweitens sich Lehrer und Schiiler all solcher Probleme bewuBt sein sollten, auch als
AnlaB fiir Reflexionen iiber Computer und damit zur Entwicklung von Meta-Wissen. Ein Pla-
doyer gegen den Einsatz von Computern soll meine Auflistung von Problemen keineswegs
sein.

Die dritte und (damit eng zusammenhéngend) vierfe Perspektive fr die nachsten Jahre lauten

somit:

® Im Analysisunterricht sollten Computer - allzeit verfigbare Taschencomputer auch gele-
gentlich genutzte PCs - als Werkzeuge zum Erreichen der Ziele eingesetzt werden.
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¥ Das schulitbiiche Curriculum sollte zu Lasten der Kalkule umstruktnriert werden.

Meine Prognose: Wirkliche V eranderungen kann es erst geben, wenn Taschencomputer in
Klassensitzen zur Verfligung stehen. Diese Voraussetzung wird in wenigen Jahren erfiillt sein.
Weiter muB die Software didaktisch weiterentwickelt werden. Um aber Lehrer in der Breite
von der Sinnhaftigkeit des Computereinsatzes und der Notwendigkeit curricularer Veriande-
rungen zu iberzeugen, ist in der Lehreraus- und -fortbildung weiterhin viel zu tun (man vgl.
hierzu die Vorschliage von H. Scheuermann 1994).

6. Leistungsbeurteilung im Analysisunterricht

Wihrend ich in den Abschnitten 3 bis 3 Entwicklungen angesprochen habe, die bereits in den
achtziger Jahren begonnen haben, komme ich nun zu einem Aspekt, der im deutschsprachigen
Raum erst in den letzten Jahren ins Zentrum der Aufimerksamkeit geruckt ist: Das Thema Lei-
stungsmessung und -beurteilung. International ist "assessment” schon viel langer eines der
meistdiskutierten Probleme (vgl. etwa Niss 1993). Bei uns ist diese Diskussion i.w. "extern"

angestofien worden, namlich durch die Existenz von Computern, die viele schulklassischen
Leistungsanforderungen "trivialisieren”, und durch die neue Schilergeneration. Ich bin sicher,
daf3 sich wiinschbare Veranderungen erst dann in der Unterrichtspraxis durchsetzen konnen,

wenn entsprechende neuartige Aufgaben vorliegen. Das ist noch zu wenig der Fall. Hier zeigt
sich eine der wichtigsten Forschungs- und Entwicklungsaufgaben - in engem Verbund zwi-
schen Lehrern und Didaktikern - fiir die kommenden Jahre (vgl. z.B. Herget 1994).

Hier ein Beispiel aus einer am PC geschriebenen Reifepriifungsarbeit im Rahmen unserer
Schulversuche (Aufgabe entwickelt 1994 von H. Scheuermann):

¥ 5

hidingen-

2 Die Bundesbahn piant zur schnelleren Perso- [ingWsot. <

nenbeforderung den Bau einer Hochge- 16!

schwindigkeitstrasse von Ulm nach Zirich.

Zur Wegminimierung und zur Vermeidung

vieler geschwindigkeitshemmender Kurven-

fahrten ist eine direkte Hochgeschwindig- jn'5

keitstrasse mit einer Bricke {iber den Boden-

]
see (Strecke BC, vgl. Abb.) geplant. Aufgrund ,
des landschaftlichen Profils und aus dkologi- < N 4
schen Gesichtspunkten liegt die Streckenfiih- : T
. . ‘ in ¥ | A
rung zwischen A und B fest (vgl. Abb.). Die C’\, \:lyf : (raees .
Projektierung der Strecke von B nach C steht = \ :
g - ."\ ulgens
noch aus: gt . ¢

. . . . AbD.: Projektierung einer ICE-Trasse, Mafistab: 1em <==> 3xm
2.1. Definieren Sie ein geeignetes Koordinaten-

system (Koordinatenursprung?).
2.2, Nahemn Sie die Gleisstrecke A nach B durch eine ganzrationale Funktion kieinsten Grades

{(geeigneten Hilfspunkt aus der Abbildung entnehmen).
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Fur eine ahniiche, im GDM-Arbeitskreis Mathematikunterricht und Informatik erarbeitete Auf-

aabe flir Leistungskurse bzw. math.-naturwiss. Gymnasien siehe Hischer (1992, S. 124/125).

Diese Autgaben sind realitatshezogen, computerorientiert und in Teilen auch pratormal. Die
Anspriche liegen nicht im Vollzug von Kalkulen, sondern im Modellieren, Interpretieren und

Argumentieren.

Viele inhaltlich orientierte Aufgaben finden sich in neueren Osterreichischen Schulbtichern. Ich
mochte eine Idee aus Band 3 von Biirger/Fischer/Malle fir meine Zwecke verwenden und eine

neuartige Schularbeitsaufgabe daraus machen:

1.38 Dreht man das Lenkrad eines Autos um einen Winkel mit )
w(z)-¥

dem MaB x (beginnend in der Geradeausstellung), so x A wiz)

drehen sich die Vorderrader um einen Winkel mit dem : \v3 \‘ rwix)

MaB w (x). Die Vorderrader reagieren dabei unterschied- \ X X .

lich auf eine Anderung des Lenkradeinschlages x. Dreht i i

man z. B. das Lenkrad immer um 1° weiter, so drehen sich 2~ K

die Vorderréder im allgemeinen immer weniger mit. E ; ﬂ
' \' r"""x}

!
Fig.1.6

)

) bedeunter.

1) Frkldre, was hier die lokale Anderungsrate ;
dx

)

X " t
2)  Begriinde inhaltlich, daf$ das verallgemeinerte Produkt J fﬁ%—dr gleich w(x) ist.
0 ¢

Auch das in Abschnitt 4 hervorgehobene qualitative Argumentieren mit realen Graphen paf3t
hierher. Allgemeiner gilt (J. Meyer/ B. Winkelmann in Hischer 1992, S. 126): "Dem }Verbali-
sieren von Ansdtzen, Argumenten und Begrimdungen ist mehr Gewicht zuzuweisen. Im Prinzip
nahern sich .... auch Mathematikklausuren .... dem Aufsatz." Ich wirde dies etwas vorsichti-
ger (vorerst?) nur auf einzelne Aufgaben beziehen, im Sinne von W. Herget (1993, S. 69):
"Versuchen Sie einen ersten kleinen Schritt, liebe Kollegin, ...., mit einer einzigen solchen
‘neuen’ Aufgabe (unter mehreren 'alten’....)." Und wie etwa die Analysen von Weigand/Weth
(1991) gezeigt haben, erfordern auch herkommliche Reifepriifungsaufgaben durchaus betracht-
liche begriffliche und strategische Fahigkeiten. Nur darf man - wie schon in Abschnitt 5 er-
withnt - in Zukunft das Anspruchsniveau einer Aufgabe nicht mehr an der Komplexitit der in-
volvierten Terme messen.

Damit ergibt sich die fiinfte Perspektive:
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®  Der Analysisunterricht solite seine Leistungsanforderungen weniger als bisher an Kalki-
len und mehr an inhaltlichen und realititsbezogenen Aufgaben und Situationen orientie-
ren, auch unter Verwendung von Computern als Hilfsmittel und auch in anderen Formen

als durch Klausuren.

Meine Frognose: Allmahlich wird es Veranderungen geben, wenn genugend viele uberzeu-
gende und praxiserprobte Beispiele vorgestellt werden, so wie dies seit 1995 in der von W.
Herget betreuten Rubrik "Die neue Aufgabe” in der Zeitschrift "mathematik lehren” geschieht.
Wegen der leichten Verfligbarkeit bewahrter kalkilorientierter Aufgabentypen fur jedes Niveau

werden diese jedoch wohl zumindest in den nichsten fiinf Jahren noch dominant bleiben.

7. Weitere Aspekte

Es gibt noch mehr, m.E. weniger zentrale aktuelle Tendenzen und zugehorige Perspektiven fiir
den Analysisunterricht, wobet vieles - wie ja auch schon vorhin - nicht wirklich neu, sondern
nur wiederentdeckt worden ist. So ist in den letzten Jahren eine verstarkte Wieder-Zuwendung
der Didaktik zu den Lehrenden und Lernenden sowie zu unterrichtlichen Interaktions- und
Kommunikationsprozessen festzustellen. Analysisrelevante Beispiele sind die Untersuchungen
von U.-P. Tietze (1986) zu Lehrerkonzepten oder von B. Andelfinger (1990) zu Schiilerkon-
zepten. Dabel ist natiirlich wichtig, daB diese "Subjektorientierung" nicht als Alternative zu
stoffdidaktischen Ansatzen angesehen wird, sondem daB sich beide Aspekte wechselseitig
unterstiitzen und erganzen.

Ein derzeit vieldiskutiertes und recht heikles Thema will ich noch ansprechen: Die sogenannte
"Benachteiligung" von Mdchen im Mathematikunterricht. M.E. ist dies eine unangemessene
Betrachtungsweise, weil sie sich, kurz gesagt, an mannlichen Mustern statt an weiblichen Stir-
ken orientiert. Wie Erfahrungen - vorwiegend aus dem angelsichsischen Raum - zeigen, schei-
nen solche Materialien besonders gut fiir Madchen geeignet, die praformale Darstellungen be-
vorzugen, konkrete Aktivitdten fordern, starker inhaltliche Aspekte betonen und nach der Be-
deutung der Inhalte fragen, die menschliche und geschichtliche Dimension von Mathematik
herausstellen und starker problemorientiert vorgehen. Das sind aber lauter sowieso wiinschbare
Gestaltungsgesichtspunkte. Ein gutes Beispiel (mit gewissen Defiziten aufgrund der mangeln-
den Sachsystematik) ist die australische Schulbuchreihe "Investigating Change". Die Autorin,
Mary Barnes, schreibt selbst (1994, S. 35): "The project team set out to create a course that
would help to encourage girls to continue with mathematics ... In trying to do this, we found
that what seemed to be good for girls was also good mathematics teaching for everyone." Die
Reihe wird demzufolge als "gender-inclusive" (in deutsch besser: "geschlechterangemessen")
charakterisiert. In dieser Richtung sehe ich sinnvolle Entwicklungsperspektiven, nicht im Kon-
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struieren von "midchenspezifischen" Materialien, bei denen womoglich physikalische Beispiele
durch soziale ersetzt wiirden. So ertolgt auch in der eben genannten Reihe der Einstieg in die
Ditferentialrechnung konsequenterweise iiber das klassische Geschwindigkeitsproblem (woflir
es ja eine Fille iberzeugender Argumente gibt), die Schiler sollen aber selbst aktiv experi-
mentieren, Graphen erstellen und analysieren, und stets ist die reale und die geometrische Be-

Jeutung der betrachteten Terme im Blick.

Wenn der Analysisunterricht sich so entwickelt, wie in meinen Perspektiven angedeutet, wird
er automatisch mehr geschlechterangemessen. Glicklicherweise scheint auch das Benachtei-
ligungsmodell auf dem Riickzug begriffen. Trotzdem befiirchte ich, daf} in diesem Zusammen-
hang auch weiterhin viele vordergriindige Aktivitaten stattfinden werden, etwa wenn zuneh-
mend peinlich genau darauf geachtet wird, daB3 gleich viele Miannlein wie Weiblein in Schulbii-

chern vorkommen oder dafB§ alle Formulierungen "geschlechtsneutral” sind.

8. Ausblick

Abschlieend sei (wieder einmal) betont: Der wichtigste Einflulfaktor fiir das unterrichtliche
Geschehen ist die individuelle Lehrperson. Mit und durch Lehrer - unterstiitzt durch Lehrma-
terialien - sind Veridnderungen, wie ich sie in den funf Perspektiven umrissen habe, wirklich
realisierbar, und nur so. Gerade eine anspruchsvolle Konzeption, wie ich sie mir vorstelle, mit
sorgfiltig gestufter und starker inhaltlich ausgerichteter Mathematik, erfordert hochkompeten-
te Lehrer. Hierzu mufl wesentlich auch die Lehreraus- und -fortbildung beitragen, und hierfiir
miissen mehr junge Lehrer in den Schuldienst kommen, damit nicht blo3 der Reformdruck
"von auBBen" Anderungen erwirkt, sondern daB eine Reform des Unterrichts "von innen" statt-
findet. Ich bin optimistisch genug, die Eingangs-Frage "Quo vadis?" in diesem Sinne positiv zu

beantworten.
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